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Vorwort

Die Zahlentheorie, neben Geometrie wohl das dlteste Gebiet der Mathematik, hat
im Lauf der Zeit nichts von ihrem Reiz eingebii3t — ganz im Gegenteil: Die Faszina-
tion zeitloser Probleme wie der Existenz von unendlich vielen Primzahlzwillingen
oder der Fermatschen Vermutung genau so wie aktuelle Anwendungen in Krypto-
graphie und Algorithmen lassen sie lebendiger denn je erscheinen. Trotzdem hat
die Zahlentheorie nicht iiberall in der Bachelorausbildung ihren Platz. Das ist scha-
de, zumal Vorlesungen iiber Zahlentheorie nach meiner Erfahrung als Grundlagen-
und Anwendungsgebiet besonders geschéatzt werden.

Das vorliegende Buch ist als Beitrag dazu gedacht, die Zahlentheorie in den Bach-
elor Lehrplan einzubauen. Es ist als Skript in mehreren Vorlesungen an der Freien
Universitédt Berlin verwendet worden und ist das erste in der Bachelorreihe Skripte
des Vieweg+Teubner Verlages. Es richtet sich an Bachelor Studenten der Mathe-
matik des 3.-5. Semesters und insbesondere auch an Lehramtsstudenten, die sich
in Zahlentheorie vertiefen wollen. Es ist kein umfassendes Lehrbuch, sondern will
den Stoff einer einsemestrigen Vorlesung vermitteln, der fiir einen ersten Uberblick
notig ist. Fiir alle, die weitermachen wollen, hélt die Literaturliste einige empfeh-
lenswerte Biicher bereit.

Inhalt und Stil sind nach der Intention der Buchreihe eng an das tatsadchliche Vor-
lesungsskript angelehnt, inklusive Zeitaufwand einer 44-2-stiindigen Veranstaltung
von 14 Wochen. Der Text umfasst dementsprechend etwa 140 Seiten, pro Woche
gibt es 10 Ubungen, die direkt in den Stoff einflieRen (in der Vorlesung mussten
jeweils 5 davon gelost werden). Im einzelnen sieht der Zeitplan etwa so aus:

Kapitel 1: Zum Aufwérmen 2 Wochen
Kapitel 2: Primzahlen 4 Wochen
Kapitel 3: Irrationale Zahlen 2Y» Wochen

Kapitel 4: Algebraische Zahlen 4 Wochen
Kapitel 5: Transzendente Zahlen 1% Wochen.

Die Ubungen sind wie immer ein ganz wichtiger Teil. Es gibt einige reine Rechen-
aufgaben, andere haben einen Knobelcharakter, bei den meisten muss etwas be-
wiesen werden. Fiir viele Ubungen gibt es Hinweise, und am Schluss des Buches
findet man kurze Losungen. Das Literaturverzeichnis enthilt einige Klassiker, aber
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auch neueste Biicher, die mir bei der Vorbereitung niitzlich waren (oder die ich be-
sonders schon finde). Es ist nach Kapiteln gegliedert und mit kurzen Kommentaren
versehen.

Was wird vorausgesetzt? Zunachst natiirlich eine Vertrautheit mit den mathemati-
schen Grundbegriffen, wie sie in den Vorlesungen {iber Lineare Algebra und Analy-
sis in den beiden ersten Semestern erworben wird. Empfehlenswert ist ferner eine
Einfiihrung in die Algebra/Zahlentheorie. Insbesondere von den folgenden Themen
sollte man schon gehort haben:

Hauptsatz der Arithmetik

GrofSter gemeinsamer Teiler

Euklidischer Algorithmus

Grundbegriffe algebraischer Strukturen wie Gruppen und Ringe

Kongruenzrechnung

Fiir alle, die sich hierbei nicht ganz sicher fiihlen: Im Anhang werden die benétigten
Begriffe bereit gestellt (und sie werden groftenteils im Text nochmals erldutert).

Mein Dank geht an Margrit Barrett vom Mathematischen Institut der Freien Uni-
versitat Berlin fiir die makellose Abfassung des Manuskriptes, an Christoph Eyrich
fiir die Endredaktion, und an Ulrike Schmickler-Hirzebruch vom Vieweg+Teubner
Verlag fiir die wie immer angenehme Zusammenarbeit.

Zahlentheorie hat mich schon als Student begeistert, und die Faszination ist {iber
die Jahre geblieben. Ein Skriptum kann natiirlich niemals die Inspiration und Dra-
matik einer erstklassigen Vorlesung mit all ihren rhetorischen Hohenfliigen errei-
chen. Es wiirde mich aber freuen, wenn dieses kurze ,Skripte“-Buch einiges von
der Schonheit und Eleganz dieses wunderbaren Gebietes vermitteln kann.

Berlin, Juli 2011 Martin Aigner



1 Zum Aufwarmen

Wir wollen am Beginn einige der bekanntesten Zahlen bzw. Zahlenfolgen betrach-
ten und dabei typische Fragestellungen der Zahlentheorie kennenlernen, die ihrer-
seits wieder auf {iberraschende Zusammenhénge fithren.

1.1 Fibonacci Zahlen
Jeder kennt die Fibonacci Zahlen. Sie sind bekanntlich definiert durch F; = 0,
Fy=1und F, =F,_; + F,_, fiir n > 2. Hier ist eine Liste der ersten Zahlen:

n‘0123456789101112131415
Fn‘011235813 21 34 55 89 144 233 377 610

Wir stellen uns folgende Fragen:

1) Gibt es eine geschlossene Formel fiir F,?
2) Wie schnell wichst die Folge (F,)?
3) Wann gilt, dass F,, ein Teiler von F,, ist?

4) Sei p Primzahl; gibt es ein n mit p|F,?

Frage 1 lasst sich mit der allgemeinen Methode fiir Rekursionen beantworten. Hier
ist der schnellste Weg. Es seien T und p die Wurzeln der Gleichung x? = x + 1,
1+—2‘/§ p = % T = 1,618 heildt der goldene Schnitt. Es gilt T > 1,

5 )

also T =
-1<p<0.

Behauptung. Fiirz e {p,7} giltz"=F,z+F,_; (n>2).

Fiir n = 2 haben wir 22 = 2 + 1 = F,z + F;. Zum Induktionsschritt sehen wir

2" = 22" = g(F,2 + Fp_q) = Fp2* + F,_12

:Fn(z+1)+Fn—1z:Fn+lz+Fn-

M. Aigner, Zahlentheorie, DOI 10.1007/978-3-8348-8344-5 1,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2012



2 1 ZUM AUFWARMEN

Somit ist

T :FTIT+FTI—1
p" =Fup+Fy;.

Subtraktion ergibt
= p"=F(t-p)

und mit T — p = +/5 erhalten wir
_ 1 1+v/5\" 1-/5\"
F"_ﬁ[(z)‘(z)] W

Ubung 1. Zeige F,, = 5 Duisg (5,)5"

Hinweis: Binomialsatz in (1).

Aus (1) sehen wir

Y

1

T~ [1—(Ly
™ /5 [1 (r) ] ’
und wegen |§| < 1 folgt lim % = %, womit wir auch die Frage 2 beantwortet
n—oo

haben: F,, wéchst wie TTHS, genauer ist F, die nichste ganze Zahl an %
Ferner haben wir

Tn-i—l _ pn+1

Foyr T P
F,

= + —> T
R B TR B &

(2

Wir wollen uns nun die Folge der Briiche FI":“ naher ansehen und (2) nochmals

beweisen.

seia [ 11
€l1A= 1 0 .

F
Behauptung. A" :( 1’;“

n

Dies stimmt fiir n = 1, und mit Induktion erhalten wir

An+1 — Fn+1 Fn 11 — Fn+2 Fn+1 )
Fn Fn—l 10 Fn+1 Fn
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Wenden wir den Produktsatz fiir Determinanten an: detA"™ = (detA)", so erhalten
wir
Fpp1Fpqg —F2=(—1)"
und somit
Fn+1 _ Fn _ (_1)n
Fn Fn—l_FnFn—l‘

3)
Dies wiederum ergibt

Fop For_1 Forqq
b
Fop

(k>1).

For_1 Fora
Die ersten Glieder sind

F, 1

F; 2 F, 3 Fs
= —_— = < — =
F, 1 F, 1 F 2 F,

5
- >
3

Nun betrachten wir die Teilfolgen ( FFkZ" ) und (F;L:l) einzeln.
2k—-1 2

Ubung 2. Zeige

Ferner ist F
Fop 2j+1
<Y

firallek,j>1
For1  Fyj
wegen
For  Fortajya Foryojr1 Foja
< < < .

For—1 Forgojr1 Fogoj Fyj

Also konvergieren (;i) — o und (%) — B, und wegen (3) ist a = f3.

2k—1 2k

Somit existiert hm;,—+1 = a. Und was ist a? Aus der definierenden Gleichung

Foo1=F,+F, erhalten wir

Foy1 Frq
Foo— 1+ F,
n—>ool
a =1+ %,

. . F, e e .
das heilt a? = a + 1 und somit a = 7, da ;—“ positiv ist.
n
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Fn+1
F,

n

) die ,beste” approximierende Folge von

1+V5
2

In Kapitel 3 werden wir sehen, dass (

rationalen Zahlen zum goldenen Schnitt 7 = ist.

2

Ubung 3. Zeige F,%H —F, 1 F,— Ff = (—1)" und beweise umgekehrt, dass aus |m* — mk —

k% = 1 fiir m,k € Z folgt {m,k} = {%F,,,%F,} fiir ein n.

Hinweis: Mit {m, k} ist auch {k,m — k} ein mégliches Paar.

Nun zur Frage 3 der Teilbarkeit. Zunachst haben wir aus der Rekursion und Induk-
tion

ggT(FnaFn-H) = ggT(FnaFn-i-Z) =1 (n=1).
Aus der Liste der ersten Zahlen sehen wir zum Beispiel, dass F3 = 2 die Zahlen Fg =
8,Fg = 34,F;5 = 144,F;5 = 610 teilt und F, = 3 die Zahlen Fg = 21,F;, = 144.
Dies sollte den folgenden Satz nahelegen, dem wir eine Ubung vorausschicken.

Ubung 4. Fiir alle m,k > 1 gilt F, = Fxy1Fp + FiFppy . 4

Hinweis: Induktion.

Satz 1.1. Esgilt F,, |F,, < m}n (m,n > 3).
Beweis. Sei n = km. Dann haben wir nach (4)

ka = F(k—l)m+1Fm + F(k—l)mFm—l-

Mit Induktion gilt Fy, |F(;_1), und somit Fm~ka. Nun sei umgekehrt F,, |Fn. Wegen
m,n > 3 habenwir 2 <F,, <F,,m<n;essein=qm+r,0=<r <m. Nach (4) gilt

Fn = Fn—m+1Fm + Fn—mFm—l (5)

und somit F,,|F,_,,, da F,,, F,,_; teilerfremd sind. Im n&chsten Schritt sehen wir
F o |Fr—om, und schlief8lich

Fo|Fom=F,.

m|tfn—gm

Da aber F, < F,, ist, muf} F, = 0 sein, das heil3t » = 0 und dies bedeutet mjn. [

Ubung 5. Zeige ggT(F,,, ) = Fogrmn)-

Hinweis. Euklidischer Algorithmus.
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Wir kommen zur letzten und interessantesten Frage. Gibt es zu einer Primzahl p
stets eine Fibonacci Zahl F,,, die ein Vielfaches von p ist? Wenn die Primzahl p in
der Fibonacciliste auftaucht, dann liefert unser Satz eine vollstindige Antwort:

Sei p = F,,, dann gilt p|F, < m{n. Zum Beispiel haben wir

2|F, < 3|n

3|F, < 4n

5|F, < 5|n.
Aber was ist mit Primzahlen, zum Beispiel 7 oder 11, die nicht in der Liste erschei-
nen? Wir sehen, dass 7 ein Teiler von Fg = 21 ist und 11 ein Teiler von F;, = 55,
und fiir 17 erhdlt man 17|F;g = 2584. Die Primzahl p scheint also mit dem Index n

von F, zusammen zu hingen, erist p+ 1 flir p =7,17 und p — 1 fiir p = 11. Und
dies gilt tatsachlich immer.

Satz 1.2. Sei p > 5 Primzahl. Dann gilt

p|Fp_1 fallsp=1,4 (mod5)
p|Fp+1 falls p=2,3 (mod 5).

Beweis. Wir verwenden die Formel aus Ubung 1:

1 n .
F,= 5.
"ooon-l Z (21‘ + 1)

i>0

Fiir n = p — 1 erhalten wir
— - - - p—3
2P2p, | = (p11)+(p31)5+...+(§_;)5 3.

Jeder Binomialkoeffizient (* ;1) ist kongruent w = (—1)* (mod p), somit

P~1) = (~1)**1 = —1 (mod p). Fiir die rechte Seite gilt somit

2i+1
p—1)\ 0, el 23
Silo )= (545 45 ) =
i \2i+1

p=1
52 —

1
T (mod p),

also -
—2PF, =572 —1 (mod p). (6)

Fiir n = p 4 1 erhalten wir analog

PRy = (1) + 55+ 0+ ()
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Hier ist jeder Binomialkoeffizient 51111) =0(modp)firl1<i< pz;g (da p im Zah-

ler des Binomialkoeffizienten vorkommt, aber nicht im Nenner), und wir erhalten

p—

2PF, 4 E(p+1)+(p+1)5% =5 T +1 (mod p). (7

Nun verwenden wir den Satz von Fermat, den wir im nichsten Kapitel beweisen
werden: Fiir alle a teilerfremd zu p gilt

@’ 1 —1=0 (mod p).
Die linke Seite faktorisieren wir
p—1 p—1
(a2 —1)(@az +1)=0 (mod p).
Also gilt immer

p—1

a2z —1=0 (modp) oder a%+150 (mod p),

das heil3t
p+1
{az —1 oder p\az —1.

Setzen wir a = 5 und sehen uns (6) und (7) an, so erkennen wir, dass stets p|F,_
oder p|F,;; gilt, da p zu 2 teilerfremd ist. Aber wann gilt welcher Fall? Dies wer-
den wir im néchsten Kapitel beantworten, wenn wir das beriihmte quadratische
Rezipozitdtsgesetz von Gaul$ besprechen. Die Antwort wird sein:

| —

57 —1=0 (mod p) <= p=1,4 (mod5)

._.

57 +1=0 (mod p) & p =2,3 (mod 5),
und damit wird der Satz bewiesen sein. O

Bemerkung. Allgemeine Rekursionsfolgen mit Ly =a, L; =bund L, =P-L,_;+
Q-L,_5 (n > 2) heilden Lucas Folgen. Sie konnen mit 4hnlichen Methoden behandelt
werden.

Ubung 6. Das Fibonacci Zahlensystem. Zeige, dass jede Zahl n eindeutig als Summe n =
Fy, +Fy,+- -+ F, mitk; = ki1 +2, k, > 2 dargestellt werden kann. Beispiel: 30 = 21+8+1.

Ubung 7. Die Lucas Zahl ist L, = F,_, + F,,. Zeige F,, = F,L, und driicke L, durch

T—H‘/—undp—l 5 qus.



