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Vorwort

Im Englischen ist Mathematics (oder, wie Newton
noch schrieb, “Mathematicks”) ein Pluralwort, und auch
im Franzosischen spricht man von les mathématiques. In
der Tat hat sich die Mathematik, erwachsen aus den ein-
fachen Anwendungen des Zéhlens von Gegenstdnden und
des Messens von Groflen (und damit den grundlegen-
den Disziplinen der Arithmetik und der Geometrie) in ei-
ne Vielzahl von Einzeldisziplinen aufgefiichert, von denen
manche auf den ersten Blick nur wenig miteinander ver-
bindet. Diese Tendenz zur Zersplitterung wird verstéirkt
durch die Vielfalt der Anwendungsgebiete, in denen ma-
thematische Methoden eingesetzt und aus deren Blick-
winkel heraus mathematische Begriffe und Verfahren ent-
wickelt werden. Mathematik durchdringt mittlerweile fast
alle Lebensbereiche, und mathematische Methoden wer-
den angewandt, um verschiedenste naturwissenschaftliche,
technische, wirtschaftliche und gesellschaftliche Prozesse
zu beschreiben, zu verstehen und zu optimieren.

Trotz der Vielfalt ihrer Teildisziplinen und ihrer An-
wendungsbereiche hat sich die Mathematik eine erstaunli-
che Einheit bewahrt, und viele der faszinierendsten mathe-
matischen Einsichten und Entdeckungen bestehen gera-
de darin, Zusammenhénge zwischen Sachverhalten aufzu-
decken, die auf den ersten Blick nichts miteinander zu tun
haben. Diese Einheit kann nur erreicht werden durch einen
Prozefl der Abstraktion, der versucht, im Dickicht vieler
Einzelfakten nach grundlegenden allgemeinen Strukturen
und Prinzipien zu suchen. Erkenntnisse und Einsichten
entstehen ja nicht durch das blofle Sammeln einzelner Tat-
sachen und Beobachtungen, sondern erst durch deren Deu-
tung und Einordnung in einen zugrundeliegenden Sinnzu-
sammenhang. Daf§ die Suche nach grundlegenden Struk-
turen und Prinzipien nicht vergeblich ist — dafl es diese
also iiberhaupt gibt und dafl wir Menschen auch das Po-
tential haben, sie zu finden — liegt zum einen daran, dafl
die Welt, in der wir leben, kein blindes Chaos ist, sondern
ein geschaffener, nach Maf}, Zahl und Gewicht geordne-
ter Kosmos, zum andern daran, dafl wir selbst Teil dieses
geschaffenen Kosmos sind und als vernunftbegabte Wesen
die Féhigkeit haben, Gottes Gedanken nach-zudenken und
obwaltende Ordnungsprinzipien aufzudecken, wenn auch —
aufgrund der Endlichkeit und Beschrianktheit unserer Exi-
stenz — nur stiickweise und in Teilbereichen.

Als Disziplin hat die Mathematik einen eigentiimli-
chen Doppelcharakter; sie ist sowohl Ko6nigin der Wis-
senschaften und Verkorperung reinsten Denkens als auch
Dienstmagd vieler Anwendungsdisziplinen und Methoden-
reservoir zur Losung verschiedenster Aufgaben der Praxis.
Viele Anwendungsdisziplinen (wie etwa Bild- und Signal-
verarbeitung, Kontrolltheorie, Kontinuumsmechanik und
Materialwissenschaften, Codierungstheorie und Krypto-
graphie) haben eine nahezu vollstindige Mathematisie-
rung erfahren und erfordern den Einsatz komplexer und
tiefgehender mathematischer Methoden. Die Geschichte
der Mathematik ist in der Tat gekennzeichnet durch ein

Wechselspiel zwischen dem Losen ganz praktischer Proble-
me und einem nachfolgenden tieferen Nachdenken iiber
die Natur dieser Probleme, das dann oft eine Eigendy-
namik entwickelt und aus dem sich “rein theoretische”
Fragestellungen ergeben (die dann aber oft in unerwar-
teter Weise wieder auf die Praxis zuriickwirken). Dieses
Wechselspiel zeigt sich beispielsweise im Wirken von Carl
Friedrich Gaufl (1777-1855), der das bemerkenswerte Ta-~
lent hatte, den mathematischen Kern von Fragestellun-
gen in Anwendungsdisziplinen wie Astronomie, Vermes-
sungswesen und Elektrizitatslehre herauszuschéilen und
dadurch einerseits mathematische Disziplinen ungemein
befruchtete oder gar erst begriindete (Ausgleichsrechnung,
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Differentialgeometrie, Feld-
theorie, Topologie), andererseits aber auch seine mathe-
matischen Einsichten nutzte, um auflerordentlich effekti-
ve Losungsverfahren fiir die von ihm untersuchten An-
wendungsprobleme zu entwickeln. Tatséchlich wird in vie-
len Fillen die Losung eines ganz konkreten Einzelpro-
blems erst durch eine eher abstrakte Herangehensweise
ermoglicht, ohne die man vor lauter Baumen den Wald
nicht sieht. Abstraktion in der Mathematik ist also nicht
Selbstzweck, sondern Mittel zum begrifflichen Versténd-
nis von Sachverhalten und zum Finden von Losungen fiir
ganz konkrete Aufgabenstellungen.

Man kann durchaus Mathematik um ihrer selbst wil-
len (sozusagen als “I’art pour Part”) betreiben, aber auch
wenn man eher an der Verwendung mathematischer Me-
thoden zur Lésung von Anwendungsproblemen interes-
siert ist, ist man gut beraten, sich ein klares Versténdnis
mathematischer Begriffe anzueignen und mathematische
Theorien geistig zu durchdringen, statt sie nur rezeptar-
tig anzuwenden. Die mathematisch zunehmend komplexe-
ren Anforderungen in technisch-industriellen Anwendun-
gen erfordern vor allem ein fundamentales Versténdnis ab-
strakter Zusammenhénge. Eine Ausbildung in traditionel-
ler “Ingenieursmathematik”, deren Schwerpunkt auf der
Vermittlung von Rechenrezepten und deren Umsetzung
auf dem Computer liegt, wird diesen Anforderungen im-
mer weniger gerecht. So erfordert etwa die mathematische
Modellierung eines physikalischen, chemischen oder tech-
nischen Sachverhalts in erster Linie ein grofies Repertoire
an Mathematik. Ohne dieses Repertoire kann eine Aus-
bildung in Modellierung per se auf nichts zuriickgreifen.
Insbesondere erfordert der sachgerechte Einsatz mathe-
matischer Methoden zur Losung von Anwendungsproble-
men Verstidndnis fiir die Erfassung naturwissenschaftlicher
Konzepte durch mathematische Begriffsbildungen: Ablei-
tungen als Anderungsraten, Integration als Aggregation
von EinzelgroBen zu einer Gesamtgrofie, Differentialfor-
men als Fliisse, Integralsitze als Ausdruck von Bilanzglei-
chungen, Gruppen zur Beschreibung von Symmetrien, Dif-
ferentialgleichungen als Entwicklungsgleichungen dynami-
scher Systeme, und so weiter. Ich habe mich daher beim
Schreiben dieses Buches bemiiht, die hinter mathemati-
schen Begriffsbildungen steckenden Motivationen deutlich
werden zu lassen.



Dies erschien mir um so wichtiger, als zuweilen auch
die Anwendung mathematischer Methoden auf neuartige
Praxisaufgaben zu einer Neubewertung und Erweiterung
lingst etablierter mathematischer Begriffe fiihrt. Ein gu-
tes Beispiel hierfiir ist die Entwicklung der mathemati-
schen Kontrolltheorie, in der konkrete Anwendungspro-
bleme zu einer kritischen Befassung und Auseinanderset-
zung mit grundlegenden Konzepten wie dem Ableitungs-
begriff fiir Funktionen und dem Losungsbegriff fiir Dif-
ferentialgleichungen und damit zur Herausbildung neu-
er mathematischer Theorien fithrten (nichtglatte Analy-
sis, schwache Losungsbegriffe — etwa Viskositatslosungen —
fiir partielle Differentialgleichungen, Behandlung gewthn-
licher Differentialgleichungen mit unstetiger rechter Sei-
te). Das Verhiltnis zwischen mathematischer Theoriebil-
dung einerseits, Anwendung mathematischer Methoden
auf Praxisprobleme andererseits ist also ein wechselsei-
tiges. Ich iiberlasse es einem Wiirdigeren als mir, hier-
zu noch einige Anmerkungen zu machen, und zitiere (im
Kasten rechts) eine am 8. September 1930 in Kénigsberg
gehaltende Rundfunkansprache von David Hilbert (1862-
1943), einem der bedeutendsten Mathematiker des frithen
20. Jahrhunderts. (Es handelt sich um einen Auszug aus
einer Rede mit dem Titel “Naturerkennen und Logik”, die
Hilbert beim Kongre der Vereinigung deutscher Natur-
wissenschaftler und Arzte hielt.)

Die Entstehung dieses Buches ist untrennbar verbun-
den mit den konzeptionellen Vorarbeiten fiir den Studien-
gang “Angewandte Mathematik”, der im Wintersemester
2010/2011 seinen Betrieb am Studienort Wiesbaden der
Hochschule RheinMain aufnahm und innerhalb dessen die-
ses Buch als Lehrbuch eingesetzt wird. Dennoch handelt
es sich nicht um ein Buch iiber Anwendungen der Mathe-
matik; sein Ziel ist vielmehr die Vermittlung eines soliden
und tragfihigen Grundlagenwissens in mathematischen
Schliisseldisziplinen, auf dem eine spétere Einarbeitung
in mathematische Spezialdisziplinen oder Anwendungs-
gebiete problemlos aufbauen kann. Das Buch will nicht
nur mathematisches Methodenwissen vermitteln, sondern
auch Versténdnis fiir die Herausbildung mathematischer
Begriffe und Theorien wecken, Zusammenhénge zwischen
verschiedenen mathematischen Disziplinen aufzeigen und
den Anwendungsreichtum der Mathematik wenigstens an-
deuten. Ich hoffe ferner, dafl beim Lesen des Buches auch
etwas von der Schonheit und Klarheit der Mathematik
deutlich wird. Zu sehen, wie sich dicht gewobene Theorie-
gebdude aus (ganz wenigen und sehr einfachen) geeignet
gewihlten Grundbegriffen entwickeln lassen und wie sich
solche Theoriegebdude zur Beschreibung, zum Verstédndnis
und zur Gestaltung der physischen Welt einsetzen lassen,
ist (in den Worten Harro Heusers) “eine geistige Erfah-
rung hochsten Ranges, um die kein Student betrogen wer-
den darf”. Zu dieser geistigen Erfahrung gehort es auch,
vertraut zu werden mit der Schirfe mathematischer Be-
griffsbildungen, der (anfangs oft pedantisch anmutenden)
Genauigkeit bei der Formulierung von Definitionen und

Das Instrument, welches die Vermittlung bewirkt zwi-
schen Theorie und Praxis, zwischen Denken und Be-
obachten, ist die Mathematik; sie baut die verbinden-
de Briicke und gestaltet sie immer tragfihiger. Da-
her kommt es, dafl unsere ganze gegenwirtige Kul-
tur, soweit sie auf der geistigen Durchdringung und
Dienstbarmachung der Natur beruht, ihre Grundla-
gen in der Mathematik findet. Schon Galilei sagt: Die
Natur kann nur der verstehen, der ihre Sprache und
die Zeichen kennengelernt hat, in der sie zu uns re-
det; diese Sprache aber ist die Mathematik, und ihre
Zeichen sind die mathematischen Figuren. Kant tat
den Ausspruch: “Ich behaupte, dafl in jeder beson-
deren Naturwissenschaft nur so viel eigentliche Wis-
senschaft angetroffen werden kann, als darin Mathe-
matik enthalten ist.” In der Tat: Wir beherrschen
nicht eher eine naturwissenschaftliche Theorie, als bis
wir ihren mathematischen Kern herausgeschélt und
vollig enthiillt haben. Ohne Mathematik ist die heu-
tige Astronomie und Physik unmdéglich; diese Wis-
senschaften 16sen sich in ihren theoretischen Teilen
geradezu in Mathematik auf. Diese wie die zahlrei-
chen weiteren Anwendungen sind es, denen die Ma-
thematik ihr Ansehen verdankt, soweit sie solches im
weiteren Publikum genieft.

Trotzdem haben es alle Mathematiker abgelehnt,
die Anwendungen als Wertmesser fiir die Mathema-
tik gelten zu lassen. Gauf} spricht von dem zauberi-
schen Reiz, den die Zahlentheorie zur Lieblingswis-
senschaft der ersten Mathematiker gemacht habe, ih-
res unerschopflichen Reichtums nicht zu gedenken,
woran sie alle anderen Teile der Mathematik so weit
iibertrifft. Kronecker vergleicht die Zahlentheoretiker
mit den Lotophagen, die, wenn sie einmal von die-
ser Kost etwas zu sich genommen haben, nie mehr
davon lassen kénnen. Der grofle Mathematiker Poin-
caré wendet sich einmal in auffallender Schérfe ge-
gen Tolstoi, der erkldrt hatte, dal die Forderung “die
Wissenschaft der Wissenschaft wegen” toricht sei. Die
Errungenschaften der Industrie zum Beispiel héitten
nie das Licht der Welt erblickt, wenn die Praktiker
allein existiert hiatten und wenn diese Errungenschaf-
ten nicht von uninteressierten Toren geférdert worden
wéren. Die Ehre des menschlichen Geistes, so sagte
der beriihmte Konigsberger Mathematiker Jacobi, ist
der einzige Zweck aller Wissenschatft.

Wir diirfen nicht denen glauben, die heute mit
philosophischer Miene und iiberlegenem Tone den
Kulturuntergang prophezeien und sich in dem Ignora-
bimus gefallen. Fiir uns gibt es kein Ignorabimus, und
meiner Meinung nach auch fiir die Naturwissenschaft
itberhaupt nicht. Statt des torichten Ignorabimus hei-
Be im Gegenteil unsere Losung:

Wir miissen wissen. Wir werden wissen.




der Sorgfalt und Strenge bei der Durchfithrung mathe-
matischer Beweise. Ich habe mich daher beim Schreiben
dieses Buches um Lesbarkeit bemiiht, aber nicht um den
Preis des Verwisserns, des Weglassens von Beweisen oder
des Vermeidens “unbequemer” Begriffsbildungen. Ein Ma-
thematikbuch ist anstrengend zu lesen und eignet sich nur
in begrenztem Mafle als Bettlektiire; dieses Buch ist hier
keine Ausnahme. Es liest sich am besten mit Papier und
Bleistift in Griffweite, um Rechnungen und Uberlegungen
aktiv nachzuvollziehen. Die einzelnen Abschnitte kénnen
von ihrem logischen Aufbau her in derjenigen Reihenfol-
ge durchgearbeitet werden, in der sie im Buch erscheinen,
aber Umstellungen sind auf vielerlei Art moglich; wie in
der Praxis verfahren wird, héingt vom jeweiligen Curricu-
lum ab. Was den Aufbau und Inhalt angeht, so will ich
kurz einige der Punkte auffithren, die mir beim Schreiben
des Buches wichtig waren.

e Herauspriparieren propideutischer Kapitel.
Es ist in Mathematikstudiengéngen vielfach iiblich, ein-
fithrende Themen (mengentheoretische und aussagenlogi-
sche Grundlagen, vollstdndige Induktion, Zahlbegriff, ele-
mentare Kombinatorik usw.) in die Anfingervorlesungen
zur Analysis und zur Linearen Algebra zu integrieren, ob-
wohl sie dort thematisch eigentlich gar nicht hingehoren.
In diesem Buch wurde solches propéddeutische Material
in separate Kapitel ausgegliedert, die jeweils fiir sich be-
handelt werden konnen. Dies erleichtert auch die Verwen-
dung des Materials in unterschiedlichen Lehrveranstaltun-
gen und Studiengéngen.

e Sorgfiltige Grundlegung. Ich habe viel Wert
darauf gelegt, ein durch und durch solides Fundament fiir
spétere mathematische Aktivitdten zu legen. Daher wer-
den auch (vermeintlich) einfache und aus der Schule be-
kannte Themen wie elementare Zahlentheorie, Bruchrech-
nung oder Elementargeometrie behandelt. Dabei bietet
das Buch weit mehr als nur eine Wiederholung des Schul-
stoffs: die Darstellung ist mathematisch streng, kniipft
Beziige zu spéateren Themen und schilt jeweils die zu-
grundeliegende mathematische Struktur heraus (Ringe
und Korper beim Umgang mit Gleichungen, angeord-
nete Korper beim Umgang mit Ungleichungen, Grup-
pen beim Umgang mit Symmetrien in kombinatorischen
Problemen). Die reellen Zahlen werden in geometrischer
Weise eingefiihrt, wobei der Grenzwertbegriff (der impli-
zit im verwendeten Dedekindschen Schnittaxiom steckt)
zundchst vermieden wird; dies erlaubt u.a. eine grenz-
wertfreie Einfithrung der Winkelfunktionen. Durch diese
sorgfiltige Aufbereitung von bereits in der Schule behan-
delten Themen (wie spéter dann auch der Differential-
und Integralrechnung) ist das Buch auch in Lehramtsstu-
diengéngen einsetzbar.

e Friihe Einfithrung abstrakter Begriffe. Ab-
strakte Begriffe werden nicht schamhaft vermieden, son-
dern ganz bewufit und sehr frith explizit gemacht. Ein
Beispiel ist etwa der Begriff der Quotientenstruktur, der

bereits in der Schule vielfach implizit benutzt wird, oh-
ne klar herausgearbeitet zu werden (Kardinalzahlen als
Aquivalenzklassen von Mengen, Briiche als Aquivalenz-
klassen von Zahlenpaaren, Vektoren als Pfeilklassen). Ab-
straktion wird in diesem Buch nicht als etwas Unangeneh-
mes und moglichst zu Vermeidendes behandelt, sondern
als etwas sehr Wiinschenswertes, das begriffliche Klarheit
und universelle Einsetzbarkeit mathematischer Methoden
tiberhaupt erst ermoglicht und an das man sich friihzeitig
gewohnen sollte. Insbesondere werden algebraische, ord-
nungstheoretische und topologische Strukturen friith defi-
niert, und die Existenz solcher Strukturen in verschiede-
nen Situationen wird systematisch herausgearbeitet.

e Zahlreiche durchgerechnete Aufgaben und
Beispiele. Das Buch enthilt eine Vielzahl komplett
durchgerechneter Aufgaben und Beispiele, um die ein-
gefithrten Begriffe und Methoden zu verdeutlichen. Ein
umfangreicher Aufgabenband zu dem Buch ist in Arbeit.

e Physikalische Motivation mathematischer Be-
griffsbildungen. Viele mathematische Begriffe stammen
aus der Physik, und die zugrundeliegende physikalische
Intuition ist auch notwendig, um diese Begriffe spéter
zur mathematischen Modellierung realer Systeme heran-
zuziehen. Dies wird sorgfiltig herausgearbeitet, und es
wird jeweils klar dargelegt, warum der eingefiihrte ma-
thematische Begriff tatséichlich das jeweilige physikalische
Konzept widerspiegelt und welche physikalische Bedeu-
tung mathematische Sétze haben (Orientierung einer Ba-
sis und Dreifingerregel der rechten Hand; materielle, lokale
und konvektive Ableitungen als zeitliche Anderungsraten
von Feldgroflen; duflere Ableitungen von Differentialfor-
men und deren Zusammenhang mit der Rotation und Di-
vergenz von Vektorfeldern; Stokesscher Integralsatz und
Reynoldssches Transporttheorem). Ferner werden zahlrei-
che Beispiele aus der Mechanik behandelt, wobei wieder
viel Wert auf eine sorgfiltige Klarung der Begriffe gelegt
wird (etwa der Winkelgeschwindigkeit und des Tréigheits-
momententensors bei der Bewegung starrer Korper). Das
Buch ist daher auch geeignet fiir die Mathematikausbil-
dung innerhalb eines Studiums der Physik.

e Weitgehend koordinatenfreies Arbeiten. Eine
Temperaturverteilung ist eine Funktion, die jedem Raum-
punkt einen (als reelle Zahl darstellbaren) Temperatur-
wert zuordnet. Da die Punkte des uns umgebenden Raums
nicht von Natur aus (zwecks einfacherer Identifizierbar-
keit durch potentielle Beobachter) mit Zahlentripeln ver-
sehen sind, ist eine solche Funktion etwas grundséatzlich
anderes als eine Funktion R?> — R. Ausgehend von die-
ser (physikalisch motivierten) Sichtweise werden Begrif-
fe moglichst koordinatenfrei eingefiihrt; in der Linearen
Algebra etwa sind lineare Abbildungen und quadratische
Formen fundamentale Begriffe, nicht die Matrizen, durch
die diese repréasentiert werden konnen. Eine koordinaten-
freie Einfithrung mathematischer Begriffe ist nicht nur
vorteilhaft fiir das begriffliche Versténdnis, sondern auch
bei der Losung ganz konkreter Aufgaben.



e Schliisselrolle der Linearen Algebra. Der Li-
nearen Algebra kommt eine fundamentale Rolle zu. Zu-
néchst ist bereits die Entwicklung dieser mathematischen
Disziplin aus zwei verschiedenen Wurzeln (systematische
Untersuchung linearer Gleichungssysteme einerseits, ele-
mentargeometrische Vektorrechnung andererseits) Aus-
druck einer arithmetisch-geometrischen Synthese, die auch
fiir andere Bereiche grundlegend ist (man denke etwa an
kommutative Algebra und algebraische Geometrie); ich
habe mich daher bemiiht, sowohl arithmetische als auch
geometrische Aspekte der Linearen Algebra zu beriicksich-
tigen. Ferner beruht die gesamte Analysis darauf, nichtli-
neare Begriffe und Methoden mittels Linearisierung auf
Lineare Algebra zuriickzufiithren; dies wird im Rahmen
dieses Buches herausgearbeitet (Ableitungen als Linea-
risierungen von Funktionen an gegebenen Stellen, hohe-
re Ableitungen als multilineare Abbildungen, Mannigfal-
tigkeiten als deformierte lineare Réume und so weiter).
Schlielich lassen sich weite Teile der Funktionalanalysis
als Erweiterung der Linearen Algebra auf (geeignet topo-
logisierte) unendlichdimensionale Vektorrdume verstehen.
Um dies vorzubereiten, werden von vornherein auch un-
endlichdimensionale Vektorrdume betrachtet und friithzei-
tig Skalarprodukte und Normen auf Vektorrdumen behan-
delt, was die Behandlung einiger Séitze der Funktional-
analysis erlaubt (ohne dafl in diesem Buch systematisch
Funktionalanalysis betrieben wiirde).

e Beriicksichtigung numerischer Aspekte. Be-
reits bei der Einfiihrung des Grenzwertbegriffs wird des-
sen genuin numerischer Charakter betont (Approximation
einer Grofle durch ein Glied einer gegen diese Grofie kon-
vergierenden Folge, Wichtigkeit der zugehorigen Fehler-
abschétzung, Bedeutung der Konvergenzgeschwindigkeit)
und an Beispielen aufgezeigt (Babylonisches Wurzelzie-
hen, Berechnung der Zahlen e und 7w, numerische Berech-
nung von Logarithmen). Numerische Aspekte und Metho-
den sind durchgéngig in den Text integriert (Satz von
Gerschgorin, Vektor- und Matrixnormen, Fehlerabschét-
zung bei linearen Gleichungssystemen, Bestapproximation
in Skalarproduktrdumen, lineare Ausgleichsrechnung, Po-
lynominterpolation, numerische Integration, Newtonver-
fahren in einer und in mehreren Variablen, Satz von Kan-
torovitch, Eulerpolygone zur Approximation der Losung
eines Anfangswertproblems und so weiter). Zahlreiche wei-
tere numerische Verfahren werden im Aufgabenband be-
handelt, insbesondere solche, bei denen auf die Herleitung
strenger Konvergenznachweise und Fehlerabschétzungen
verzichtet wird.

¢ Behandlung der Differentialrechnung vor der
Integralrechnung. Es wird zunichst die Differential-
rechnung sowohl in einer als auch in mehreren Variablen
(und sogar allgemein in Banachrdumen) behandelt, bevor
die Integralrechnung entwickelt wird. Dies hat den Vor-
teil, dal bei der Behandlung der Integrationstheorie be-
reits Vertrautheit mit Funktionen in mehreren Verdnder-

lichen besteht und eine gewisse mathematische Reife er-
reicht ist, die die simultane Einfithrung des Riemannschen
und des Lebesgueschen Integralbegriffs erlaubt. Struk-
turelle Eigenschaften des Integrals konnen durch diese
Vorgehensweise gleich fiir Funktionen in mehreren Va-
riablen hergeleitet werden. Diese Umstellung wirkt sich
kaum auf die iibliche Entwicklung der Differentialrech-
nung aus; lediglich der Beweis der Mittelwertabschétzung
ist zu modifizieren (und natiirlich muf§ die Integraldar-
stellung des Taylor-Restglieds nach hinten gezogen wer-
den). Selbstverstindlich kann wahlweise vor dem Studi-
um von Funktionen in mehreren Variablen auch zuné&chst
die Differential- und Integralrechnung in einer Variablen
vollstédndig behandelt werden.

e Ausfiihrliche Diskussion von Differentialglei-
chungen. Trotz seiner Kompaktheit enthéalt das Kapitel
itber gewohnliche Differentialgleichungen mehr Material
als in Einfithrungen iiblich: grundlegende Begriffe und ele-
mentare Losungsmethoden, einige motivierende Beispiele,
den Existenzsatz von Peano, die Eindeutigkeitsséitze von
Cauchy und Osgood, Aussagen zum maximalen Losungs-
intervall eines Anfangswertproblems, stetige und glatte
Abh#ngigkeit der Loésung von Anfangsbedingungen und
Parametern sowie spezielle Losungsmethoden fiir lineare
Differentialgleichungen (insbesondere mit konstanten oder
periodischen Koeffizienten). Anwendungen aus der Physik
(Himmelsmechanik, Starrkérperbewegung) sowie ein Ka-
pitel iiber dynamische Systeme runden die Darstellung ab.

Was den Stil des Buches angeht, so habe ich mich
einerseits um Ausfiihrlichkeit bei der Motivation von Be-
griffsbildungen bemiiht (und dabei auch einige aulerma-
thematische Abschweifungen nicht gescheut), andererseits
aber um einen kompakten Stil bei Beweisen und bei der
Entwicklung der behandelten Theorien. Das mag ange-
sichts des Umfangs, den dieses Buch schliellich ange-
nommen hat, nicht sehr glaubwiirdig erscheinen, aber ein
Buch, das mit der Einfithrung des Mengenbegriffs beginnt
und mit dem Beweis des Riemannschen Abbildungssat-
zes endet und in dem alle Aussagen ausnahmslos bewie-
sen werden, erreicht zwangslaufig einen gewissen Umfang
— auch ohne Weitschweifigkeit des Autors. Trotz seines
Umfangs kann und will dieses Buch nicht fiir sich rekla-
mieren, einen Gesamtiiberblick {iber die Mathematik zu
bieten. Dazu wéren Numerische Mathematik und Opti-
mierung systematischer abzuhandeln gewesen, ebenso die
Funktionalanalysis und die Theorie dynamischer Syste-
me (wo etwa Verzweigungsphinomene oder gesteuerte dy-
namische Systeme gar nicht vorkommen). Einige wichti-
ge Gebiete fehlen vollig, etwa Algebra (Gruppen-, Ring-
und Korpertheorie; kommutative Algebra und algebrai-
sche Geometrie), Variationsrechnung oder partielle Dif-
ferentialgleichungen. Zu einer adédquaten Behandlung all
dieser Themen hétte ich einen zweiten Band gleichen Um-
fangs schreiben miissen, und irgendwo war eine Grenze
zu ziehen — selbst ein hartgesottener Autor wird nervos,



wenn sein Manuskript (zumal im DIN A 4-Format) einer
vierstelligen Seitenzahl zustrebt. Sollten allerdings man-
che Auslassungen als besonders stérend empfunden wer-
den, so bin ich fiir entsprechende Kommentare jederzeit
dankbar.

Rechtschreibung. Ich betrachte die Rechtschreibre-
form der Jahre 1996 bis 2006 in ihren inhaltlichen Fest-
legungen und der Art ihrer politischen Durchsetzung als
ein Symptom sprachlichen und kulturellen Niedergangs.
Das Buch orientiert sich daher an den vor dieser Reform
gliltigen Regeln; die Lesbarkeit ist dadurch in keiner Weise
gefdhrdet. Dem Verlag danke ich fiir die Bereitschaft, mei-
nem ausdriicklichen Wunsch nach Verwendung der alten
Rechtschreibung nachzukommen.

Typographische Konventionen. Sitze und Defi-
nitionen sind kursiv gesetzt, um sie vom normalen Text
abzuheben. Das Ende eines Beweises ist jeweils mit einem
Quadrat B markiert, das Ende eines Beispiels oder einer
Gruppe von Beispielen mit einer Raute 4. Bemerkungen
werden typischerweise mit einer Raute beendet, aber dann
mit einem Quadrat, wenn die Bemerkung den Charakter
eines Beweises hat. Die einzelnen Abschnitte sind durch-
laufend numeriert, die Bestandteile (Sétze, Definitionen,
Beispiele usw.) innerhalb eines Abschnitts ebenfalls; bei-
spielsweise bezeichnet die Nummer (103.7) den Bestand-
teil 7 des Abschnitts 103. Jeweils vier Abschnitte wurden
zu einem Kapitel zusammengefafit, aber auf eine Nume-
rierung der einzelnen Kapitel wurde verzichtet.

Danksagungen. Dieses Vorwort wire unvollstindig
ohne eine Bezeugung tiefen Dankes an diejenigen, die mich
beim Schreiben des vorliegenden Buches unterstiitzten. In
erster Linie ist hier Frau Dr. Renate Schappel zu nen-
nen, die sich mit bewundernswerter Energie und Sorg-
falt der Herkulesaufgabe annahm, das vollstindige Ma-
nuskript (teilweise in verschiedenen Versionen) kritisch
durchzulesen. Sie deckte eine Unzahl von Fehlern auf,
und nichts war vor ihrem kritischen Blick sicher: einfache
Tippfehler, Rechenfehler in Beispielen, fehlerhafte oder
unvollstéindige Schliisse in mathematischen Herleitungen,
stilistisch verungliickte Formulierungen, falsche Verweise,
selbst Fehler in den Geburts- und Todesjahren von Ma-
thematikern, die im Text genannt werden. Ohne ihre Hil-
fe wire dieses Buch schlechterdings nicht denkbar. Mein
Dank gilt ferner Frau Prof. Dr. Evgenia Kirillova*, die
Teile des Manuskripts las und ebenfalls mit ihren Korrek-
turen, Kommentaren und Anderungsvorschligen zur Ver-
besserung der Darstellung beitrug. Weiterhin danke ich
Herrn cand. rer. nat. Claus Meister, der mir immer dann
hilfreich zur Seite stand, wenn eher esoterische Befehle des

* Eprenus Bammmosua Kupumnnosa; an dieser Stelle
erweist sich die Verfiigbarkeit kyrillischer Schriftzeichen
in meinem Textverarbeitungssystem als unwiderstehliche
Versuchung.

Textverarbeitungssystems benotigt wurden oder wenn es
Probleme bei der Erzeugung und Einbindung von Graphi-
ken gab. Bei Herrn Klaus Horn vom Verlag Harri Deutsch
bedanke ich mich ganz herzlich fiir die kompetente ver-
lagsseitige Umsetzung des Werkes und die jederzeit ange-
nehme Zusammenarbeit.

Schliefllich gilt mein ganz besonderer Dank meiner
Frau und meinen beiden Kindern, die am meisten unter
der Entstehung dieses Buches zu leiden hatten — durch
einen oft zwar korperlich, aber nicht geistig anwesenden
Ehemann und Vater, der zuweilen auch mifimutig wurde,
wenn es mit dem Schreiben nicht recht vorwérts ging. Th-
nen ist dieses Buch gewidmet.

SchluBBbemerkung. Von Richard Feynman (1918-
1988), der im Jahr 1965 den Nobelpreis fiir Physik erhielt,
stammt die folgende Bemerkung:

There are two kinds of mathematics books; the
kind you can’t read past the first sentence, and
the kind you can’t read past the first page.

Autor und Verlag hegen die Hoffnung, dafl diese Bemer-
kung nicht auf das vorliegende Buch zutrifft (eine nicht
ganz unbegriindete Hoffnung, wenn jemand bis hierher ge-
lesen haben sollte), und sind fiir Kommentare, Korrektur-,
Verbesserungs- und Ergénzungsvorschlige sowie Wiinsche
fiir den in Arbeit befindlichen Aufgabenband jederzeit
dankbar.

Wiesbaden, A. D. 2010 Karlheinz Spindler
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Die folgende Aufgabe wurde im Jahr 1779 erstmals
formuliert und gelost, und zwar von dem italienischen
Mathematiker Gianfrancesco di Fagnano (1715-1797), der
sich, ebenso wie sein Vater, Giulio de Toschi di Fagnano
(1682-1766), vornehmlich mit Problemen der Geometrie
und Analysis beschéftigte.

(38.16) Problem von Fagnano. Ein Dreieck mit
den Ecken A, B und C sei gegeben. Gesucht ist ein
mdoglichst kurzer geschlossener Streckenzug, der die drei
Seiten des Dreiecks miteinander verbindet. Wie lafit sich
ein solcher Streckenzug finden?

Losung. Gesucht sind Punkte A’ auf [B,C], B’ auf
[C, A] und C’ auf [A, B] derart, da8

(%) AL +BC + A

moglichst klein wird. Wir denken uns zunéchst den Punkt
C’" auf [A, B] fest gewéhlt und iiberlegen, wie die Punkte
A’ und B’ gewihlt werden miissen, damit der Ausdruck
(*) minimal wird. Dazu fithren wir zunéchst noch die bei-
den Punkte C; und Cs ein, die aus C’ durch Spiegelung
an den Geraden CA und CB entstehen.

A C B

Abb. 38.16: Konstruktion zur Losung des Problems von
Fagnano.

Da ein Liniensegment bei einer Spiegelung seine
Lange nicht dndert, 148t sich fiir beliebige Punkte A’ €
[B,C] und B’ € [A, C] der Ausdruck (x) in der Form

A'B'+ B'C'+ C'A
(*%) = A'B' + B'Cy + Co A’
=C1B"+ B'A + A'C,

schreiben, stimmt also mit der Linge des Polygonzugs
C1B’ A'Cy iiberein. Dieser hat die minimale Linge C;Co,
und diese minimale Léinge wird genau dann angenom-
men, wenn die vier Punkte Cy, B’, A’ und Cy auf einer
Geraden liegen, wenn also B’ und A’ die Schnittpunk-
te der Geraden C;C5 mit den Seiten AC bzw. BC' sind,
wenn also mit den Bezeichnungen der folgenden Skizze
die Bezichungen B’ = B* und A’ = A* gelten. Fiir diese
Wahl von A’ und B’ geht dann () geméfl (%) iiber in
C1B* + B*A* + A*Cy = C1Cs.

G,

B

Abb. 38.17: Optimale Wahl von A’ und B’ bei gegebe-
nem Punkt C’.

Zur endgiiltigen Losung der Minimierungsaufgabe
stellt sich nun noch die Frage, wie der Punkt C’ zu wéhlen
ist, damit die von diesem induzierte Strecke C;C5 mini-
mal wird. Da die Winkel C1C A und ACC’ bzw. C'C B und
BC(C5 jeweils durch Spiegelung auseinander hervorgehen
und daher gleich sind, gilt Z(C1CCy) = 2-Z(ACB) = 2;
der Winkel C; C'Cs ist also vollig unabhéngig von der Wahl
des Punktes C”. Je kiirzer nun CC’ = CC; = CCs ist, de-
sto kiirzer ist auch C1Cs.

Cy
C

Abb. 38.18: Je kiirzer d := C'C’, desto kiirzer auch C7C5.

Die kiirzestmogliche Strecke C'C’ ergibt sich nun aber,
wenn wir fiir ¢’ den Fulpunkt C* des Lotes von C auf die
Gerade AB wihlen. Damit ist die Losung des Problems
gefunden: Fille von jeder der drei Ecken A, B, C das
Lot auf die jeweils gegeniiberliegende Dreiecksseite und
bezeichne die entstehenden Lotfulpunkte mit A*, B*, C*;
der gesuchte Verbindungsweg kiirzester Lénge ist dann der
Streckenzug A*B*C*A*. ]

A c* B

Abb. 38.19: Losung von Fagnanos Problem.
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(38.17) Bemerkung. Wer den Beweis aufmerksam
verfolgt hat, wird eine Liicke festgestellt haben; die Argu-
mentation ist ndmlich nur fiir spitzwinklige Dreiecke un-
eingeschrankt giiltig. Hat das Dreieck bei A einen rechten
Winkel, so fallen die Punkte B* und C* mit A zusammen;
hat das Dreieck bei A einen stumpfen Winkel, so liegen B*
und C* auflerhalb des Dreiecks. In diesen beiden Féllen ist
die Losung des Problems gegeben durch den Streckenzug
AA* A (Ubungsaufgabe!); die Losung ist also jeweils ein zu
einer doppelt durchlaufenen Strecke entartetes Dreieck. m

Das folgende Problem, das zuerst von den Mathema-
tikern Bonaventura Cavalieri (1598-1647), Pierre de Fer-
mat (1601 oder 1607/1608-1665) und Evangelista Torricel-
li (1608-1647) studiert wurde, besteht darin, innerhalb ei-
nes Dreiecks einen Punkt zu finden, der von den drei Ecken
den kiirzesten durchschnittlichen Abstand hat. Eine prak-
tische Einkleidung der Aufgabe kénnte etwa folgenderma-
Ben lauten: Ein Geldnde hat bei A eine Wasserstelle, bei
B eine Feuerstelle und bei C' einen Vorratsraum. An wel-
cher Stelle P sollte man sein Zelt aufschlagen, wenn man
gleich oft zu A, B und C gehen mufl und den zuriickzu-
legenden Gesamtweg moglichst kurz halten will? Genauer
formuliert lautet die Aufgabe folgendermaflen.

(38.18) Problem von Viviani, Fermat und Tor-
ricelli. Ein Dreieck mit den Ecken A, B und C sei gege-

ben. We_lcheiunkﬂ des Dreiecks minimiert den Aus-
druch PA+ PB + PC?

Loésung. Wir greifen uns zunéchst einen beliebigen
Punkt P in dem Dreieck heraus und drehen dann das
Dreieck APC um 7/3 um den Punkt A; das durch die
Drehung entstandene Dreieck bezeichnen wir mit AQB’.

Abb. 38.20: Idee zur Losung des Problems von Viviani,
Fermat und Torricelli.

Wir stellen zuniichst fest, dafi der Punkt B’ vollkom-
men unabhingig von der Wahl von P ist; das Linienseg-
ment AB’ ergibt sich ja durch eine Drehung des Linienseg-
ments AC um 7/3 um den Punkt A. Wegen AC = AB’ ist

das Dreieck CAB’ gleichschenklig; also stimmen die Ba-
siswinkel AB’C und B’C A iiberein. Da der Winkel CAB’
nach Konstruktion gerade 7/3 ist und die Winkelsumme
im Dreieck CAB’ gleich 7 sein muf, ist jeder dieser Ba-
siswinkel ebenfalls gleich 7/3; das Dreieck AB’C ist also
sogar gleichseitig. (Der Punkt B’ 148t sich folglich kon-
struieren, indem wir ein gleichseitiges Dreieck iiber dem
Liniensegment AC' errichten.)

Nach Konstruktion gilt AP = AQ); das Dreieck PAQ
ist damit gleichschenklig, hat also bei P und @Q gleiche
Basiswinkel. Da der Winkel bei A aber nach Konstrukti-
on 7/3 betrigt und die Winkelsumme im Dreieck PAQ
gleich 7 sein muf, ist jeder dieser Basiswinkel ebenfalls
gleich 7/3; das Dreieck PAQ ist also sogar gleichseitig,
so daB PA = PQ gilt. Der zu minimierende Ausdruck ist
dann

PA+PB+ PC
=PQ+ PB+ QB
= B'Q+ QP+ PB,

stimmt also mit der Linge des Linienzuges B'QPB {iber-
ein. Die Lange dieses Linienzuges ist aber genau dann mi-
nimal, wenn die Punkte B’, @, P und B auf einer Gera-
den liegen, wenn die Winkel B'QP und QPB also beide
gleich 7 sind; dies ist genau dann der Fall, wenn die Win-
kel B'QA und APB beide gleich 27/3 sind.

Ein Punkt P erfiillt also sicher dann die gewtiinschte
Minimalbedingung, wenn P und @ auf der Geraden BB’
liegen. Gibt es einen solchen Punkt? Die Antwort ist ja,
denn wir kénnen den Winkel ¢ := ZAB'B von AC aus
abtragen, erhalten einen Schnittpunkt P mit der Geraden
BB’ und kénnen dann die Strecke CP von B’ aus abtra-
gen, um @ zu erhalten. (Es gilt ¢ = 180° — (a+60°) — 3 =
1200 —a — B <v.)

Abb. 38.21: Konstruktion zur Lésung des Problems von
Viviani, Fermat und Torricelli.

Dafl wir unsere Konstruktion von der Ecke A aus durch-
fihrten, war willkiirlich; wir hétten genausogut von B
oder C aus beginnen kénnen. Dies liefert die folgende Kon-
struktion des gesuchten Punktes P: Errichte iiber jeder der
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drei Seiten des gegebenen Dreiecks ein gleichseitiges Drei-
eck und verbinde die dritte Ecke dieses Dreiecks mit der
der Seite gegeniiberliegenden. Dann schneiden sich die Ge-
raden AA’, BB’ und CC’ in einem Punkt P; dieser Punkt
(den man auch den Torricelli-Punkt des Dreiecks ABC
nennt) ist die eindeutige Losung der gestellten Optimie-
rungsaufgabe. [

Abb. 38.22: Konstruktion des Torricelli-Punktes eines
Dreiecks.

(38.19) Bemerkungen. (a) Die gegebene Losung
zeigt, dafl die Winkel ZAPB, /BPC und ZCPA jeweils
den Wert 27/3 = 120° haben.

(b) Die angegebene Losung gilt nur, wenn alle Winkel
des betrachteten Dreiecks kleiner als 120° sind. Hat das
Dreieck bei A einen Winkel von 1209, so fallt der Torricelli-
Punkt des Dreiecks mit A zusammen; ist der Winkel bei A
sogar groBer als 120, so liegt der Torricelli-Punkt aufer-
halb des Dreiecks und liefert nicht die Losung der gestell-
ten Optimierungsaufgabe. Man kann zeigen (Ubungsauf-
gabel!), daB in diesem Fall die optimale Wahl des Punktes
P gegeben ist durch P := A.

(¢) Das Problem von Viviani, Fermat und Torricel-
li hat eine interessante mechanische Losung. Wir deuten
A, B und C als Punkte auf einer glatten Tischoberfliche
und bohren an diesen Stellen Locher durch die Flache.
Wir befestigen nun drei gleiche Gewichte an drei (als
masselos betrachteten) Schniiren, fithren die Schnuren-
den von unten her durch die gebohrten Locher, verkno-
ten die Schniire oberhalb des Tisches und lassen los. Es
wird sich ein Gleichgewichtszustand einstellen, bei dem
der Schwerpunkt des Systems moglichst tief zu liegen

kommt, bei dem also die Gesamtldnge der sich unterhalb
des Tischs befindlichen Schnurstiicke méglichst grofi und
damit die Gesamtlinge der sich auf dem Tisch befindli-
chen Schnurstiicke moglichst klein ist. Der Stelle, an der
der Knoten sich dann befindet, ist genau der Punkt P, fiir
den die Gesamtlinge PA + PB + PC minimal wird. m

Abb. 38.23: Mechanische Lésung des Problems von Vi-
viani, Fermat und Torricelli.

39. Kreise

Wir definieren Kreise bzw. Sphéren als diejenigen
geometrischen Orter, die von einem festen Punkt den glei-
chen Abstand haben.

(39.1) Definition. Gegeben seien eine Ebene E, ein
Punkt M in E und eine Strecke r. Der Kreis mit Mittel-
punkt M und Radius r in E ist die Menge aller Punkte
P in E mit der Eigenschaft MP = r. Die abgeschlos-
sene Kreisscheibe mit Mittelpunkt M und Radius r in
E ist die Menge aller Punkte P in E mit der Figenschaft
MP < r. Die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt M
und Radius r in E ist die Menge aller Punkte P in E mit
der Eigenschaft MP < r.

(39.2) Definition. Gegeben seien ein Punkt M im
Raum und eine Strecke r. Die Sphire mit Mittelpunkt
M wund Radius r ist die Menge aller Punkte P mit der
FEigenschaft, daf§ die Strecke M P mit r tibereinstimmt. Die
abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt M und Radius
r ist die Menge aller Punkte P mit MP < r. Die offene
Kugel mit Mittelpunkt M und Radius r ist die Menge
aller Punkte P mit MP < r.

Es ist klar, daB fiir eine vorgegebene Ebene E und
einen Punkt M in F der Kreis bzw. die Kreisscheibe mit
Mittelpunkt M und Radius r in E gerade der Durch-
schnitt von F mit der Sphére bzw. Kugel mit Mittelpunkt
M und Radius r ist. Die Wichtigkeit von Kreisen liegt
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und damit Rad 8 = V5 N Rad 3, also Rad 8 C V;. Ins-
gesamt gilt Vy = Rad . Weiter sei U ein Unterraum
mit Vi G U, auf dem j positiv definit ist. Dann gilt
V = U + V_ + V5 und nach der Dimensionsformel fiir
Unterrdume daher

dim(U N (Voa V) = dimU + dim(V- & V) — dimV
= dimU —dimV; >0

und damit U N (V_ & V) # {0}. Das ist aber unméglich,
weil 3 positiv definit auf U und negativ semidefinit auf
V_ @ Vp ist. Also ist V4 ein maximaler Unterraum, auf
dem [ positiv definit ist. Analog ist V_ ein maximaler
Unterraum, auf dem [ negativ definit ist.

(b) Es sei V, ein maximaler Unterraum, auf dem (3
positiv definit ist; wir setzen U := (V,)*. Nach (58.10)
gilt dann V =V, @ U, und offensichtlich gilt Rad g C U.
Ferner ist § negativ semidefinit auf U; gidbe es ndmlich
ein Element v € U mit S(u,u) > 0, so wire 8 positiv
definit auf Vi, & Ru, was der Maximalitdt von V, wi-
derspriche. Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung auf —3 |yxu zeigt, daB B(u,v)? < B(u,u)B(v,v)
fir alle uw,v € U gilt. Giilte also S(u,u) = 0 fiir ein
Element v € U, dann auch g(u,v) = 0 fir alle v € V
und damit wegen V = U+ @ U sogar f(u,v) = 0 fiir
alle v € V; ist also B(u,u) = 0 fiir ein v € U, so gilt
u € Rad p. Ist also V_ irgendein Vektorraumkomplement
von Rad § in U, so ist 8 negativ definit auf V_; damit ist
dann V =V, @& V_ & Rad 3 eine Standardzerlegung von
(V, B). Vollkommen analog zeigt man, daf jeder maximale
Unterraum, auf dem [ negativ definit ist, als V_-Anteil
einer Standardzerlegung von V auftritt.

(c) Da S8 positiv definit auf V; und negativ semidefinit
auf V_ @ Rad $ ist, haben wir V. N (V_ @Rad ) = {0}
und damit

dimV, = dim(V, +V_ + Rad ) — dim(V_ @ Rad B)
dimV —dim(V_ @ Rad #) = dimV, .

A

Vertauschen wir die Rollen der beiden Standardzerlegun-
gen, so erkennen wir, dal auch dimV, < dimV, gilt,
insgesamt also dim V. = dim V. Vollkommen analog se-
hen wir die Gleichung dim V_ = dim V_ ein.

(d) Dies folgt unmittelbar aus (b) und (c). ]

Wir haben jetzt alles beisammen, um einen vollstdndi-
gen Klassifikationssatz fiir reelle symmetrische Bilinearfor-
men aufzustellen.

(58.17) Satz. Es sei V ein endlichdimensionaler re-
eller Vektorraum.

(a) Jede symmetrische Bilinearform §:V xV — R
lafst sich durch eine Matriz der Form

1, 0 0
0 -1, 0
0 0 o,

darstellen. Die Zahlen p,q,s sind dabei eindeutig be-
stimmt. (Man bezeichnet das Tripel (p,q, s) als den Index
und die Differenz p — q als die Signatur von (3.)

(b) Zwei symmetrische Bilinearformen aufV sind ge-
nau dann dquivalent, wenn sie den gleichen Index besitzen.

(¢) Zwei symmetrische Bilinearformen auf V' sind ge-
nau dann dquivalent, wenn sie den gleichen Rang und die
gleiche Signatur besitzen.

Beweis. Die Existenz der Darstellung wurde bereits

in (58.12)(c) bewiesen, die Eindeutigkeit folgt aus (58.16).
Der Rest der Behauptung ist trivial. ]

59. Volumenfunktionen

Sind a,b,c¢ € U Vektoren im Vektorraum U aller
Pfeilklassen, so bezeichnen wir die Punktmenge &(a, b, ¢)
={ra+sb+tc|0<rst <1} als den von a, b und
¢ aufgespannten Spat (oder, vornehmer, als das von a, b
und ¢ aufgespannte Parallelepiped).

Abb. 59.1: Spat in 0.

Fiir solche Spate wollen wir nun den Begriff eines ori-
entierten (also vorzeichenbehafteten) Volumens herleiten.
Tun wir einmal so, als wiilten wir, was das Volumen
V(a,b,c) des Spates &(a, b, c) ist.T Sicher ist genau dann
V(a,b,c) =0, wenn a, b und c linear abhéingig sind, wenn
also der Spat &(a,b,c) zu einem Parallelogramm, einem
Liniensegment oder einem Punkt entartet ist; nehmen wir
also an, a, b und c seien linear unabhéngig. Wir kénnen
dann die Fille unterscheiden, dafl a, b und ¢ (in dieser
Reihenfolge!) wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger

1 Etwa aufgrund physikalischer Argumentation: wir le-
gen willkiirlich eine Volumeneinheit fest, beispielsweise
den Inhalt der Kaffeetasse, die ich beim Schreiben die-
ser Zeilen vor mir stehen habe, und fragen, wie oft sich
diese Volumeneinheit in (eine physikalische Realisierung
von) &(a, b, ¢) einfiillen 148t, bevor der Kaffee iiberlduft.
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unserer rechten oder unserer linken Hand zeigen, und nen-
nen das Tripel (a, b, ¢) dementsprechend ein Rechtssystem
oder ein Linkssystem. Als orientiertes Volumen des Spates
GS(a, b, ¢) bezeichnen wir dann die reelle Zahl vol(a, b, ¢) :=

V(a,b,c), falls (a,b,c) ein Rechtssystem ist,
0, falls @, b und c linear abhéngig sind,
—V(a,b,c), falls (a,b,c) ein Linkssystem ist.

Wir beachten, dal vol(a,b,c) eine Funktion der Vekto-
ren a, b und c ist, nicht nur eine Funktion der Punkt-
menge S(a, b, c). Dieses vorzeichenbehaftete Volumen ist
nun algebraisch wesentlich leichter zu handhaben als
das gewohnliche Volumen, denn es hat die charakteristi-
sche Eigenschaft, linear von jedem seiner Argumente ab-
zuhéngen: die Additivitat in jeder Komponente driickt da-
bei die Volumeninvarianz unter Scherungen aus, die Ho-
mogenitidt den geometrischen Sachverhalt, dal sich das
Volumen bei Streckung einer der Seiten um den Faktor A
ver|A|facht, wobei fiir A < 0 eine Umkehrung der Orien-
tierung hinzukommt.

Abb. 59.2: Additivitdt des orientierten Volumens in je-
dem Argument: vol(aitaz, b, ¢) =vol(ay, b, ¢)+vol(asz, b, c).

Abb. 59.3: Homogenitét des orientierten Volumens in je-
dem Argument: vol(Aa, b, c) = X - vol(a, b, ¢).

Es ist nun eine bemerkenswerte Tatsache, dafl eine auf
diesen Beobachtungen beruhende Theorie orientierter Vo-
lumina rein algebraisch entwickelt werden kann (in belie-
bigen endlichdimensionalen Vektorrdumen und iiber be-
liebigen Grundkérpern), ohne dafi auf irgendeinen zuvor
definierten Volumenbegriff (der oben nur motivationshal-
ber herangezogen wurde) zuriickgegriffen werden miifite.
Diese Sichtweise, zuerst systematisch vertreten durch Her-
mann Grafmann (1809-1877) in seiner “Ausdehnungsleh-
re”, wird im vorliegenden Abschnitt entwickelt werden;
dieser kann als eine geometrische Herleitung des Determi-
nantenbegriffs aufgefafit werden, die die rein arithmetische
Herleitung des Abschnittes 36 ergénzt. Natiirlich kénnen
die abstrakten Volumenfunktionen, die wir einfithren wer-
den, im allgemeinen nicht wirklich als physikalische “Vo-
lumina” von Punktmengen interpretiert werden, aber die
suggestive geometrische Terminologie wird uns helfen, eine
Intuition fiir abstrakte Volumenfunktionen zu entwickeln.

(59.1) Definition. Es sei V ein n-dimensionaler
Vektorraum tber einem Korper K. Fine Abbildung

VO]th---xV — K
" (viy.,vn) = vol(vg,. .., vp)

heifst Volumenfunktion fir V, wenn sie die folgenden
FEigenschaften besitzt:

(1) vol ist linear in jedem Argument, d.h., fir al-
le Vektoren vi,...,vn,a,b € V und alle Skalare \,u €
K gilt die Gleichung vol(vi,...,Aa + ub,...,v,) = A -
vol(vy,...,a,...,vn) + - vol(vr, ..., b, ... 0,);

(2) sind vi,...,v, € V linear abhingig, so gilt
vol(v1,...,vp) =0.

Eine Volumenfunktion heifit nichttrivial, wenn sie nicht
identisch Null ist.

Wir zeigen nun, dafl Bedingung (2) durch eine andere
Bedingung ersetzt werden kann, die manchmal einfacher
zu behandeln ist.

(59.2) Hilfssatz. Es sei V ein n-dimensionaler Vek-
torraum tber einem Korper K. Es sei vol : V" — K eine
Funktion, die linear in jedem ihrer n Argumente ist, also
die Bedingung (59.1)(1) erfillt. Wir betrachten die folgen-
den Bedingungen:

(2) sind die Vektoren vi,...,v, linear abhingig, so

ist vol(vy,...,v,) = 0;
(2") gibt es Indizes i # j mit v; = vj, so ist
vol(vy,...,v,) =0;

(2") bei Vertauschung zweier Argumente wechselt vol
das Vorzeichen.
Dann ist (2) dquivalent zu (2') und impliziert (27). Gilt
charK # 2, dann impliziert (2"") auch (2'), so daf in die-
sem Fall alle drei Bedingungen dquivalent sind.

Beweis. Die Implikation (2) = (2’) ist trivial. Um
die Implikation (2') = (2) zu beweisen, nehmen wir





